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Ober die Variation von Doppelintegralen mit 
variierender Begrenzungslinie.1) 
V o n EUGEN G E R G E L Y . 
Einleitung. 
Im Falle des einfachsten Variationsproblems (bei vorgeschrie-
benen Randwerten) 
\\f(x, y, z, p, q) dx dy = Min. 
r 
bewies A. HAAR,2) dass die gesuchte Funktion : z — z (x y) dem fol-
genden partiellen Differentialgleichungsystem genügt: 
. <)v> df _ <i ß _ .ihjt_ df _ d2Q 
* ' ~dp~ dy + dy' t) q d x dx' <)z dx Oy' 
wo "> (x,y) und ö (x, y) im .Gebiete T einmal stetig differenzier-
bare Hilfsfunktioneri sind und wo ausserdem auch ——— existiert 
dx dy 
und stetig ist. (Wenn das Integral z nicht enthält, so ist ß = 0 . ) 
Die Ableitung dieses Resultates erfolgt ohne Voraussetzung 
der Existenz der zweiten Ableitungen der Extremalfunktion z — z(x,y) 
mit Hilfe des .folgenden Lemmas: 
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für alle f (x, y), welche an der Begrenzung dieses Gebietes ver-
schwinden und in seinem Innern einmal stetig differenzier bar sind, 
dann verschwindet das Integral 
| (udy — vdx) ' 
c 
für jeden im Innern des Gebietes liegende geschlossene Integrations-
weg C. Mit anderen Worten: es existiert eine einmal stetig difje-
renzierbare Funktion <» (x,y), für welche 
= — v(x, y), == tl (x, y) ist. <)X 1 " <)y 1 
Wir wollen das partielle Differentialgleichungsystem (1) auf 
die Variation von Doppelintegralen mit variierender Begrenzungs-
linie anwenden. Die gewonnenen Resultate sind nicht neu, bei 
ihrer Ableitung wird aber die Existenz der zweiten Ableitungen 
der gesuchten Funktion nicht vorausgesetzt, was beiden bisherigen 
Ableitungen stets vorausgesetzt war. 
Ein Variationsproblem von Doppelintegralen mit variabler 
Begrenzungslinie. 
Wir beschäftigen uns jetzt mit dem Variationsproblem 
I==]\f(x,y,z,p,q)dxdy=№n., •T 
wo die Fiäche z(x, y) der Bedingung unterworfen ist, dass ihre 
Begrenzungslinie auf einem zur (x, y) Ebene senkrechten Zylinder 
liegt. 
Es seien x~x(s), y=y(s) 
— wo x(s), y(s) stetig differenzierbare Funktionen der Bogen-
länge s sind — die Gleichungen der geschlossenen Grund-
kurve K des Zylinders und es sei T das Innere der Kurve K, so 
genügt die gesuchte. Funktion z(x,y) — wie bekannt^^den 
Gleichungen (1), da unsere Extremalfunktion a fortiori ein Mini-
mum liefern muss, falls man zur Konkurrenz nur solche Funk-
tionen zulässt, die auf K dieselben Randwerte als z (xky) annehmen. 
Daher ist im vorliegenden Falle 
141. 
JJ {dp <>x dq dy ^ dz M y T 
rrrl'h" , df , (d£2 di») d:: , _ d2Q J , . „ 
T 
für alle im Gebiete T stetig differenzierbare Funktionen 
Diese Form der ersten Variation lässt sich als die Summe 
von zwei Integralen schreiben: ^ 
' A, I I / f i T d i 2 df , d'Q dt d*£i l , , , 
J J ldx-dj+7>y ^ + 2 J + 
JJ \_ dy dX dX dy J 7 
•T 
wo beide Integrale sich noch weiter vereinfachen lassen. 
Aus den Gleichungen 
T T T 
T T 7 
folgt durch Addition: 
d'C , dii dC\ , . "JJ WTx + ~dxHy) d x d y = 
JJ \ dy dx- dX dy ) J l dy 7 (IX ) 
T K 
/i hat also die Form: 
( 7 d y _ : d x) = (•: (s ) r^o «l _ «?£ J V dy 7 ,)x I J " l y L dy ds dX ds J ' 
K O 
wo 5 die Bogenlänge der Kurve K bedeutet. 
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Das Integral /2 lässt sich folgenderweise umformen: 
, CC(d<» d£ dm d'C\ ' 
r 
i'Jl 
Ш дt» 'rix • r + © + ( § ) ' 
^f^+W+W^ ̂ ^ d x dy= 
=JJ [— ̂ y cos ( + cos fa ̂  ] do> 
wo Fz die Fläche C — C(x,y) und n die nach oben gerichtete 
Normale der Fläche Fi bedeutet. Dieses Integral lässt sich mit 
Hilfe des Satzes von S T O K E S auf die folgende Form bringen: 
I , = — [ F ' I I / Z , 
wo Ki die Begrenzungslinie der Fläche £(x,y)is\. In der Tat, es 
gilt nach dem erwähnten Satze 
• ~ J j ) cos (">2)] ü0 = -\(Pdx~rQdy + Rdz), 
F 
( o y (J X l J 
K 
wo P(x,y,z), Q(x,y,z) und R(x,y,z) stetig differe'nzierbare 
Funktionen sind und K die Begrenzung, n die Normale der 
Fläche F bedeutet. Setzen wir 
P=Qee 0, R=ri», F— Fi 
so erhalten wir I.2 in der erwähnten Form. 
Die Funktionen »> und L' spielen .übrigens — abgesehen vom 
Vorzeichen — e i n e symmetrische Rolle und es lässt sich /2 auch 
in der Form 
h - .U'dz 
schreiben, wo Km die Begrenzung der Fläche «> = i» (x, y) ist. 
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t 
Die für I2 gewonnene Formel 
s -s 
k = - j •» [X (s), y (s)] dJAx (*)•?(*)] ( i s = (s) c (S) ds 
o o ' 
führt man durch partielle Integration — die erlaubt ist, da u>(x,y) 
ein stetig differenzierbare Funktion ist in die folgende Form über: 
-S 
= (s) l(s)ds. 
o 
Das vom Integralzeichen freie Glied ist Null, da £ und o 
für s = 0 und s = S dieselben Werte annehmen. 
Das Verschwinden der ersten Variation ist daher in unserem 
Problem durch die folgende Gleichung formuliert: 
s 
(2) 
die für alle stetig differenzierbäre Funktionen 'C (s) gilt, welche 
der Bedingung 
e(0 ) = t(S) 
genügen. Beschränken wir uns auf Funktionen, für welche 
• c ( o j = r r s ; = o 
ist, so erhalten wir aus (2) mit Hilfe des Fundamentallemmas der 
Variationsrechnung, 






Ersetzt man darin <<>' (s) = (s) + 4 — V (s) \ / ( ) X \ / . S \ / 
V t)q ox) 1 ' \öp <)yj* 1 ' 
so ergiebt sich 
Diese Gleichung ist die bekannte Grenzgleichung des Pro-
blems, die wir, ohne die Existenz der zweiten Ableitungen anzu-
nehmen, bewiesen haben. 
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§ 2 . 
Die Variation von Doppelintegralen mit variabler 
Begrenzung in Parameterdarstel lung. 
Mit Anwendung des Lemmas von A . H A A R auf das Variati-
onsproblem in Parameterdarstellung 
/ = j] F(x, y, z, xa„ym zw xv, yY, zv) du dv = Min. . 
T 
ergibt sich sofort das folgende partielle Differentialgleichungsystem : 
dF 
()XU/ 
t)<'> - (l v + 










du dv ' 
dF _ Om <)F () r> dß dF 
— ? 
OHi 
<>yu dv ' r)yv • du 1 du' Oy du 'dv ' 
<)F rli'i • dQ dF dl') dü dF 
= 2 
d2Jl . 
<>za flV 1 <) v ' dzv du 1 du ' dz du dv ' 
wo m, iD, a>, Q, i>, Q im Gebiete T einmal bzw. zweimal stetig 
differenzierbare Hilfsfunktionen von u und v sind. 
Wir beschäftigen uns mit dem Fall, wo die Begrenzungs-
linie der Fläche 
x = x(u, v), y — y(u, v), z=z(u, v) 
auf einer gegebenen Fläche 
<p(x,y, z) = 0 
liegt, und nehmen an, dass cp(x, y,z) eine stetig differenzierbare 
Funktion ist. Es seien 
x = X (u, v; e), y— Y(u, v; e), z — Z (u, v; e) 
die Gleichungen einer einparametrigen Schar von variierten Fiächen 
mit dem Parameter e ; die in Betracht kommende Werte u, v 
liegen im Gebiete T. Sind u = u (t), v = v(t) die Gleichungen 
der Begrenzungslinie K von 7, wo u und v stetig differenzierbäre 
Funktionen von t sind und u' (tf + v' (t)2 + 0 ist, und bedeuten 
XK, YK, ZK die Werte der Funktionen X, V, Z auf der Kurve K, 
so hat die Bedingung die Form 
r(xK,YK,.zK) = o. — 
Setzen wir noch zur Abkürzung: 
S = Xt (u, v; £)\<L-O, 11 - - Yt (u, v; £j|e=o, C = Z<L (U, V; E)\^o 
und bezeichnen mit £K, i]K, t K die Werte der Funktionen '¿, y, '£ auf 
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K, so folgt aus der letzten Bedingung durch Differentiation 
(4) • q > M t K + r y V K + < r . Z K l ^ o . 
Die erste Variation des vorgelegten Integrals lässt sich nach 
der in § 1 erwähnten Umformung in der folgenden Form schreiben : 
K 
1 < - £ < + * * » ) ] * = * 
Multipliziert man die Gleichung (4) mit einer willkürlichen 
Funktion X (,s}, integriert auf K und addiert dieses Integral zu ö I, 
so erhält man 
/ S i ^ - ^ + r f W + i * ) * - - * - ' 
K 
wobei die Summatiön sich auf eine Vertauschung der Buchstaben 
'¿kvVk, £k; &; <", <" bzw. <fx, (py, rpz bezieht. 
Von den drei Funktionen t]K, CK kann man zwei willkür-
lich wählen, die. dritte ist dann durch die Gleichung (4) bestimmt. 
Daraus folgt — nach der bekannten Multiplikatorenmethode ' — 
die Existenz einer Funktion v, so dass die Faktoren von 
Ük> Vk, ?k einzeln verschwinden. So erhält man die Gleichungen : 






und aus diesen Gleichungen folgen — analog, wie am Ende des 
des § 1 — die weiteren: 
FXu v' - FXy u' + A<px | * = 0 
Fyu v' ~ Py, u' + Xipy ^=0 
F,a*-FMvu' + Xcp, \K=0. 
10 
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Eliminiert man aus diesen Gleichungen u\ v' und X, so erhält 
man die Grenzbedingung des vorgelegten Variationsproblems: 
K 
F * v T* 
Fyv Ty 
F*u Tz 
die hier — entsprechend dem Ziele dieser Arbeit — abgeleitet 
wurde ohne die Existenz der zweiten Differentialquotienten der 
Extremalfunktion vorauszusetzen. 
